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Capitulo 1

MAGNETOSTATICA DEL VACIO

1.1 Introduccioén:

Dentro ddl estudio de la interaccion electromagnética
aqui setratardlallamada“interaccion magnetostatica’.
Toda interaccion puede estudiarse inicialmente en
base a concepto de fuerza. La fuerza electromagnética
sobre una particula con carga“q” (carga puntual) es:
F=q(E+Vv  B) (1.2)
[lamada fuerza de Coulomb-Lorentz, donde: E es €
vector intensidad de campo eléctrico y B es € vector
induccién de campo magnético.
El concepto de campo permite asociar a cada punto del
espacio un vector B; en condiciones estacionarias el
vector solo depende der.

B=B() =By
Ademés E y B son independientes €l uno del otro.

Las unidades de B son el Tesla o Weber/m? (Wb/m?)
1T = 10" G (G : Gauss)

1.2 Fuerza magnética sobre una
corriente:

Por la ec. (1.1) sdlo las cargas moviles experimentan
fuerza; un conjunto de cargas en movimiento es una
corriente eléctrica. En los capitulos 1,2 y 3 trataremos
los efectos magnéticos de las corrientes estacionarias.

Examinemos laformadiferencial delaec. 1.1 paraB

B(r)

, |
Fig. 1.2
dF:dqva:quXB:%dIXB
dt dt
dF=1dIxB=J" BdVv
F:IQdI’ B (1.2)a

Si B es uniforme o € circuito es muy pequefio, luego
no existe efecto traslacional:

Evaluando el momento de fuerzarelativo a origen:
dt=rxdF =Ir x(dl xB)
t:IQr x(dl xB) (1.2)b

En general, existe efecto rotacional.
Una pequefia bobina (Flip-coil) puede usarse para
detectar la existencia de un campo magnético

Fig. 1.3a

Por la analogia con |a el ectrostética conviene
caracterizar a circuito delafig 1.2 por un momento
dipolar magnético (m):

Teex =P E Y Tp=m"B (1.3)
Para €l caso de una espira con corriente |, que encierra
el &eaS: m = 1S, paraN espiras.m = NIS

El dipolo gira hasta quedar paralelo aB (q = 0),
entoncest =0

1.3 Vector de Induccion (B):

1.3.1 Ley de Ampere:

Ampere establecié experimentalmente que el campo
magnético es debido alas corrientes eléctricas.

~ I,
Sesabe: NeJ+——=0
Tt )
En condiciones estacionarias; NeJ =0
En base a esta condicién, Ampere establecio que €

rotacional deB es: N B =myJ (1.4)b
Caracter rotacional (campo voértice)
Formaintegral:

QB-dI :m)QJ-dS:m)I (L4)b

Donde: My =4p” 10 'H/m
permeabilidad magnética del vacio

para especificar completamente el campo B debe
conocerse ladivergencia de B:

N.B =0 (L5)a
carécter solenoidal QB-dS =0 (1.5)b

laec. (1.5) es cierta aun en condiciones dinamicas; las
ec. (1.4)ay (1.5)a son las ecuaciones diferenciales
fundamentales para el campo magnético estacionario.

Ejemplo 1.1: Filamento infinito de corriente:

Por conocimientos previos de fisica asumiremos la
formade las lineas de fuerza (ver gjemplo 1.5). Asi
puede usarse laec. (1.4)b
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Figl.4a
|
G
QB-dI =2prB vy m)QJ-dS: myl
_ myl _ml _ _ mil
L : B=—— =— "
vego: B=o m@ mrz%

Ejemplo 1.2: Solenoide idedl infinito:
Se asume que sdlo existe campo dentro de aquél y
dicho campo es uniformey paralelo a gje.

Fig 1.4b [ | P
G4
.......................

n espiras por unidad de longitud
QB-dI =Bl vy m)QJ-dS:m)nII
Luego: B=mynl

Fig. 1.4c Un solenoide real

Savart:

1.3.2 Ley de Biot —
dB(

r = punto de campo
r’ = punto de fuente

Fig. 1.5

_mIdI'R

R3

dB(r) =

(1.6)a

Notese Iasimilitud con Ialey de Coulomb:
dE dq
0 4p :

B esun vector aX|aI y E esun vector polar
_m (IdI"R
B(r) __Q 3
4p R
La ec. (1.6) corresponde a la densidad de corriente
unifilar. Es usual emplear:
IdI'=la.dl' y R=Ra,

(1.6)a

Para una distribucion superficial: (Js)

B=QdB=g) My Jsar ?Rds (L7
4pR

Para una distribucion volumétrica: (J)

5= QdB _ Q myJa; " a,dV 19)

4R

Ejemplo 1.3: Hallar B en puntos del plano z = 0 para
un filamento de corriente | finito

dB = m 13 g aTRZaR dz'

_m lsenaadz’ m Irdz'a,
_milra, u dz'
4p -1, (I‘ 24 Z.2)3/2
recordando que:
z'=r tang, dz'=r sec’qdg, tanq=2z'r
. L
B="ag 2 4 =
PproTgyzierig
B:wae L L §
8\/L1+r \/LZZ'HZH

Ejemplo 1.4: Un gran nimero de vueltas (N) muy
préximas de un alambre muy fino se enrollan en una
sola capa sobre una esfera de madera de radio a, con
los planos de las vueltas ortogonales a gje diametral de
la esfera, cubriendo toda la superficie de ésta. Si la
corriente en el alambre es |, halar la induccion en el
centro de la esfera.

Z
A a
d 21 Ra
axa g &
0¥
Figl.7a
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Notese que:
ar=a,, a8 =-a, a5 a;=-3
dla, " (-a)d" .
B =204 (ZaT) d'=asenq'dj 'P
dpa

or simetria, B resultante sera paralela a ge z; solo
requerimos:

_ mygdl sen’f 'df 'a,
= a
_ Nidg'
p
_ mNIsen®q 'dq 'dj
2 4p7a

dB, =|dB|senq 'a,

también: dl :&adq'

dB

Observacién: El sistema dado equivale a una corriente
superficial, con densidad:
NI

Js=— =cte
luego delaec. (1.7):
dB =%Jsaj “ (-a)ds’
B = %Jsa,- ’ (' ar)azsenq 'dq 'dj '

d
dpa’

Fig 1.7d

dg = MJssen’q'dq'dj °
i 4
B:—m"]Sp a,
4

&,

1.4 Potencial vectorial A:
En teoria de campos la solucion analitica de las ec.
(1.4)ay (1.5)a se obtiene en términos de la funcion
potencial. B

B=N"A
El potencia no estd univocamente determinado:

(1.9a

B=N"A-N"A=N"(A- A)
N (A-A)=0 N"(NY)=0
\ A'=A+NY

lo que seresuelve especificNando ladivergenciade A.
En estado estacionario:  NeA =0 (1.9)b
Ademas se debe especificar e comportamiento de A en
contornos de laregién (ver capitulo 3)

1.4.1 Ec. Diferencial para A:

Reemplazando ec (~l.9)a~ en (L4)a
N (N A)=mJ

N(N.A)- N?A =mJ

Porec. (L9b:  N?A,, =-mJ,, (1.10)

Ejemplo 1.5:Hallar B para un conductor cilindrico muy
largo de radio a con densidad de corriente uniforme J.

Por simetria: A:Amaz
Entonces: NZAzlia?’ %9
rdr dr g
1 dee dAO
dPaal <a: ———clf —==-mJ,
rdr dr g

1 deae dAo
byParar >a: ————r —-=0
r drg dr g
A=C;Inr +C,
HallamosB:N'A:-aj%
dr
. y
B=| o
! S 1 sa
t r’

Criterio: C; = 0 paraque B esté definidoenr =0
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Por continuidad (capitulo 3): FE =AK’ A«dS=& Aedl
n=Q Q
F.= QA-dI (1.13)

Ejemplo 1.6: Calcular A debido a un solenoide infinito
con n espiras por unidad de longitud y corriente 1.

y
Js

Fig. 1.10 X

1.4.2 A en funcion de la corriente:
Se trata de resolver la ec. (1.10) en funcion de la

El solenoide es equivalente a una corriente superficial:

corriente; vemos el caso en coordenadas cartesianas: Js=Jdsa, Js=nl
NZA =-mJ, Js=-Jssenj a +Jscos) a,
J2A —. La solucion es andloga a un cilindro de radio a con
IEI A mJ, carga el ectrostética.
N*A =-mJ, S =so%enj (A) s, =s,co8 (A)
% = r, ) Leec. (1.13) permite una solucién méas simple.
conocemos. Nf =- e—o, luego, por analogia: Por simetria: QA-dI =20r A
£ 1 ‘rf(r,)dV' Parar <a
=~ 4pe, Q R 2or A= QB-dS:pr “mynl (eiemplo 1.2)
RV A _rmnl _rmnl
A(r):ﬂo% (L11a ® A= 5 ® A= 5 a;
Para otras distribuciones de corriente: Parar >a
Jg,..dS' r A= B-dS=pa’mpnl
A :%Q—S‘% (L11)b PrA=Q Paty
‘mynl nl
m . ldl ® A=2D ® A="m2
A =0 (1.11)c 2r 2r
4p R

A1 Oentodo @ espacio, aunque B = 0 en & exterior

El gemplo 1.5 a ilind densidad <.
giemplo 1.5 es analogo a un cilindro con densi puede comprobarse tomando KI© A

decargari=rg.

1.4.3 Flujo de B y circulacion de A: 1.5 Potencial Escalar Magnético:

Se define: Fo= QB'dS (1.12) Cuando J =0, laec. (L.4)aes N B =0y por
Unidad: Weber (Wb) 6 (Teslaxm?) analogia con la el ectrostética puede definirse un
1Wb = 10° Mx (Mx: Maxwell) potencial escalar:
B=-mNV, (1.14)a
S B S Como N.B =0 ec. (1.5), slempre se cumple que:
ds, szm =0 (1.14)b Ec.delLaPlace
B G _ _
1.6 Momento dipolar magnético:
d,
d, &
Sup. plana Sup. convexa 1.6.1 Campo B de un circuito pequefio:
Fig. 1.9
Delaec. (1.9)a
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Punto de
campo lgjano

r>>ab

Fig. 1.11b

De acuerdo con la sub-seccion 1.4.2 la solucién para
Ay puede obtenerse por analogia eectrostética (fig.
1.11b)

b e PIIACa)

Sabemos que: F =

m = ma,

X% Fig. 1.12 y
r=xa, +ya, +za,
1 0 | ab
Luego: F :—@Q—- y3
4pe, gr g dper
lab
A =- m;y (ver ec. (1.11)a)
4or
labm, X
también: A = - 1b
4or
= laba,
usando laec. (1.9)a
5 m  3mer

-Me M MY (1iga

48t H
obsérvese que en puntos de campo Igano: N” B = 0;
luego puede despejarse V. :

Mer
V,=—— (1.17)
dr
mco

En coordenadas esféricas laec. (1.17): V= fq

Delaec. (1.14)a

efv,,

1V, 0
B=- ma
mJS‘ﬂr a +

r fq Y
B:4p 3[2cosan +senqa, |

(1.16)b

mmsenq
aprz O

1.6.2 Expresiones para evaluar m:

también: A =

corriente unifilar: M :%er “dlI'  (1.18)a

superficial: m=1%¢ Qr J,dS' (1.18)b
volumétrica: m = ;Qr Jdv' (1-18)c

Para todos los efectos magnéticos una distribucion de
carga electrostética en movimiento equivale a una
corriente:

(1.19)a
(1.19)b

Ejemplo 1.7

Una esfera conductora de radio "a"' esta cargada a un
potencial fo; si gira en torno a su ge diametral con
velocidad angular wy cte. Hallar:

a) Densidad de corriente superficial

b) Momento dipolar

Sabemos: f, = % ® Q,=4pe,f,
dpe,a
ef
Para distribucion uniforme S = Q 5= ~0o0
dpa’® a

Por ec. (1.19)a
Js=s,v=s W r'=sw,aa, a =

Js =S (W,asenq 'a,
Por ec. (1 18)b
m_lQ Q (2
" (ef W, 5enq 'a, )a’senq 'dq 'dj

aef w, > » 2 g
5 0 L (-8,)sen"q'dq’d)

- \p 2 1 1
m = a’pef W, Q:o(' a,)sen“q 'dq

se nota que m resultante es paralelaa a,

m=

m = a’pef W,a, (5:0%”3‘1 'dg

obteniéndose:
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m=(pa)gre Ya)wea,) B, _amNes 2 zd |
dz 2 e (a +ZZ) @24.(2_ d)ZHS/Zg

m = g\volumen)(s ; )(radio) 4w,
| )(s ()(radio)gwy EIigiendon:d/ZresuIta_ Bugy =0
Si ademés d = a puede probarse que Bgg''= 0,

1.7 Casos especiales: resultando:
B,=B,,+ SmNI
1.7.1 Bobina de Helmholtz G C 5324
Sistema formado por 2 bobinas compactas de N vueltas Ap @
Bo /
Fig.114a d Campo en € gje aproximadamente constante alrededor

de z,.
y 1.7.2
X Hallar B en todo € espacio debido a un cascarén
esférico con densidad de carga s+, girando en torno a
gje z (diametral) con velocidad w constante.
ar N ar
Fig. 1.14b
Fig. 1.15a
X y
Paralafig. 1.14b: Sabemos: Jg =S (V=S (W '
4B = mNla; " azdl' _mNla;” azadj ° Por ec. (1.11)b
4p R 4p (8% +2%) A_nl)st, \ 'dS’ R_|I"- I‘|
por simetriael B solo depende de dB: - 4p Q R -
dB. = mNI Ja; ” a§|aszenqdj 'az sendo: r'=aa, y dS'a =dS'
z
& (a’ +7) AW LS
_ mNla’dj ' 4p QR

z _4p (az +ZZ)3/2 €ONOCEMOS:

. mNIa? » .. mNla%a, QdS-Y = QN-YdV * puede ser también

- 7, oovaz & Q‘:o ] = 2 4 24312

dp(a”+7) 2a”+7)

— : . R
B_B(z)az campoen el gez luego: Q—— N'g—_dV'—Q—st'
Por €l teorema de Taylor: R

K laintegral puede calcularse por la ley de Gauss como
_ 3 B(zo) K _ en electrostética; es el caso de una distribucién esférica
_a_- Kl (z-7)" = con densidad r .
k=0 T a) Parar>a
=  + R 1 O r
=B, +B,, (z- zo)+ (- 2 E= o SO Vs e, 0L
R ape, 8300 gt
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. R 4 L | i di

—dv'== 37 — rrbay P aCOSJ J

VOV An=0% % 0o R

En (i) A =S AW, ae_4pa3L(_)': mm’r R=r-r'=ra +za,- (acos 'a +asenj 'a,)
4 &3 'y 4r =(r - acogj )a - asenj 'a, +za,

Campo dipolar, ec (L16)ay: m =s ,a(¢pa’)w

z , -y P \1/2
R=gr -acosj )*+a*sen’j '+ Z°j
b) Parar<a

r .. —dr24a24 2 —
E- QR3 1 ae_4 rsrfg% =gro+a+z 2r acosj H
4pe0 R 4peo &3 ar Generalizando:
. _ml g acosj 'dj '
\ —dV':—pr = ‘
Or 3 A 2p Qo gr > +a’+27° - 2r acosj 'EIM
En(i): A = ms fZ‘W r . W r=wrsenqa, I(Et)egreﬂ%Elipticascompletasde1aclase(K)yZacIase
. ms . a _ P2 dx
B=N"A= 3f N” (wrsenqa; ) K=Q (- K sen? X"
2 aw _ P2 2 amm2 U2
B:rrbs—f(cosqar_ Senqaq) E—Q (1' k“sen X) dx
3 Para evaluar € rot:
2ms . aw
:—I’Yb f aZ:%m)sfaW ﬂK _L-E E:E_E
3 k k@-k* k Ik k Kk
campo uniforme. Cambio de variable:
_ % o j'=p-2a ® dj'=-2da
Fig 1.15b A Q3 - , ij '=0 ® a=p/2
AR cosj '=2sen"a-1 j. |,
a,=C0S0ja,-SeNndaq i'=p ® a=0
Resulta:
1.7.3 _myla e (2sen’a - Dda
Hallar B en puntos fuera del gje de simetria para el A p ga_,_r )2+ZZ- dar Senzaﬂﬂz
caso de una espira circular
Definiendo: k? =— dar -
gla+r)’+ 2y
Fig. 1.16 Notese que puede hallarse: ﬂ—k y ﬂ—k
qr 9z
Sellega
B mla »/2 (2sen’a - I)da
Solucién: pga+r)’ +zZE|1/2 Q (1- kK*sen*a)"?
Seglnlaec. (111)c . Puede demostrarse que
A :rrbl 2 a].adj 5
(r) 4p 0., R — Ml a8’ - k—_K Eu
a =-senj 'a +cosj 'a, pkérp & 20 4
mla @ asenj 'dj " Finalmente:
A W =- ~ + ~
(r) 4p Q:o R B:N’A:-aT‘M +a,— erﬁ'hﬁu
+rq,|ay 2 acosj 'dj ' Tz re
p 9 R
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1.7.4

Calcular B paraun plano infinito con corriente
superficial uniforme usando Biot - Savart

Por laférmula (1.7):
_mJa; a ,
dB =5 s%_%r gg

m, Jssena senb(-a, )dx'dy’

dB =
b (P+y*r D)

Delasfiguras:
4B =- mJsa, zdx'dy'

4p (X|2+ y|2+ 22)3/2

_ mzla, o dx'dy’

B=- 4p - Q- y (x'2+y'2+ Z2)3/2
Céculo delaintegral:
¥ dx' .
Q='¥—(X'2+A2) A =7 +y*

cambio de variable:
x'=atana dx'=Asec’ada

012 Asec’ada /2 cosa 2
Q=-D/Z(A2ta‘]2a+A2)3/2_Q=-p/2 AZ E
Luego quedes ¢y _2dy’

P Qv v )

cambio devariable: y = ztana, dy =zsec’da
Reemplazando:

sz 2zsec’ada  _ ¢spi2 2da _ 2p
Qv (Ztanta+ 772 @=e2 7z 2
B:_m;\]say’ z>0
Asi: J2
Bzm’zsay, z<0

Hallar B en € punto P (Centro del circulo de radio a)
paralos alambres infinitos con corriente |

1) )
_>_
|
' P@(z) Q’r@—@—
©)
@ (b)
Solucién: Para(a): Tramo recto (1)
AY
aT AAAAAA
a*_|a
— >
o
dB, = A 2 ).
dB, = myl senaz(- a,) dx’
4B _mla(-a,)dx' _  mlaa,dx’
1 4pR3 4p(X|2+a2)3/2
__Mmlaa, o dx’
B, = 4 Q.. (X% + a2)2
__Mmlaa, i é X' t)o
® WG,
mlaa, & = & -M &l
=- - lim gc————-=
4dpa’ 8 M®¥g /M2+a2£
B, =- %(1): mla,
dpa dpa
Tramo recto (3)
AY
X
a a .
ar R g
o
g8, = 1A % ).
stz—m’I senaz(-az)dx,
4R
4B _mla(-a,)dx' _  mlaa,dx’
3 4pR3 4p(X|2+a2)3/2
__Mmlaa, dx' __Mmla,
B, = 4p o, (X.2+a2)3/2 - da

Tramo semicircular (2):
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y
ar
X

dBZ — nl)IaT zaR dl'= ITb| (' az)zadj

4pR dpa
dg, =- Mad '

dpa
B, =- m)laZZ L2 G myla,

dpa” ¥=r/2 4a

B, =B, +B, +Bs = %[Z'Fp]az
a

Para (b):
Enetramo(l):a =0 ® sena =0

Eneltrano(3):a =p ® sena =0

I
Del tramo (2): B, =- %az

Se tiene una cascara cilindrica de espesor despreciable
y longitud L, recorrida por unacorriente |. Calcular B
en un punto P del gje del cilindro imaginario a cua
pertenece la céscara. El radio del cilindroes"a' y la
cascara subtiende un angulo f .

Solucion:

De (1.10)a

dB:ﬂMdS J= !
p R ao

_m Jyadf dza, " a,
4 @’ +(z- 2y

Por consideraciones de simetria, el campo B estaen la
direccién y, se calculaintegrando la componente de dB

alolargo del gey: |dB|COSf

lag " a;|=Sena :?

rer fol2 L aZCOSC]
\ —sa\/ 66 > 2\3/2d2df
SRR R

Sif =0b B =7?? ¢Coémo seinterpreta fisicamente?

Problema: Setienen dos espiras poligonales de n lados

inscritas en una circunferenciade radio Ry N vueltas,

las espiras se encuentran en planos que son

perpendiculares a gje zy aunadistancia2L entresi, y

son recorridas por una corriente |. Se pide:

a.  Unaexpresién paraB en el punto medio entre las
dos espiras en funcion de los datos.

b. Lomismo queen (a), si lasespiras son circularesy
comparar los resultados con (a) paran ¥

z
A

=

>y
X
Solucién:
dB, = &'—aR;aT d
dBlzﬂlsmaéOIX y como sina:a—P
b r
~m aP_, _ml aP
dBl——I—adx—4p — » u%
b 0 —2U
QQZ-X;+aPl:I
e o v
o _
_ml é aPdx
o % %
0 _c 2
é(x A) +aP ¢
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|B |_ myl cb
4p e, d]/
apé aP +—:
45

Pero como:  cb=2RsinZ-2
&N

aP=RsnZ 9 2
N g

dB1

2Rsinaql9

_ml &N &
B
R cos? & 94 22

& &ENg T H

1

Nk

AstngpO+ choszgpo+2 g
g - rrbIRsin(p/N)
0
B
Baxia:SBlg-nb '

como hay N elementos
gue producen cada uno
un campo B; con N
vueltas, setendra

NNB, cosgil?
%]

T,
; o
R cos? P 0

e

Luego la expresion total cons derando las dos espiras
poligonales sera

n%lRZnNsn(ﬂ)u 1
P g 2YR D)

u

* ! a,
ER c0s”(2) +(2L- 2)*ER +(2L - z)zﬁé'lg

10



